HOOKEQOV ZAKON: RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA 1

2. Primjer: Hookeov zakon za ravninsko stanje naprezanja tijela

(Zadatak 1. primjer E) na str. 6 u "VjeZbenica ispitnih zadataka", primjenom na PC modula
"Napr_def.exe" paketa programa "CVRSTOCA").

U tocki M tijela zadano je ravninsko stanje naprezanja u presjecima odredenih s osi x i s
osi y, prema slici.

Treba odrediti graficki pomo¢u Mohrove kruznice naprezanja:

a) normalna i posmicna naprezanja u presjecima odredenih s osi x i s osi x , te odrediti kut
@ izmedu osi x io0six,

b) glavne pravce i glavna naprezanja,

c) maksimalno posmi¢no naprezanje s pripadaju¢im normalnim naprezanjima i pravcima.

Skicirati orijentirane elemente u tocki M tijela s ucrtanim komponentama naprezanja u
svim koordinatnim sustavima.

Pomocu izraza Hookeovog zakona odrediti komponente deformacije u svim analiziranim
koordinatnim sustavima, te skicirati orijentirane elemente s naznaCenim komponentama
deformacije. Nacrtati Mohrovu kruznicu deformacija za stanje deformacije u tocki M tijela.

Zadano: o, =120 MPa, 7., =—50MPa, 6, =-60 MPa,
7 =-80MPa, £=207GPa, v=0,32.

Ty

Na slici elementa oznaceni su presjeci A i F sa zadanim
pripadajuc¢im naprezanjima.

Mijerilo za Mohrovu kruznicu naprezanja: 1 cm £ 20 MPa.

Mjerilo za Mohrovu kruZnicu deformacija: 1 cm £ 100 x 10°°.
RjeSenje:
1. Analiti¢ka rjeSenja mogu se izracunati pomoéu PC uporabom modula «Napr_def.exe»

paketa programa «CVRSTOCA», zadatak E). U ovom su primjeru dobiveni rezultati za
naprezanja, deformacije i kutove u analiziranim koordinatnim sustavima:

(Oxy)-koord. sustav: o, =-81,667 MPa, r, =-50 MPa, slika a)

. 1 _ 1 _
Deformacije su: &, :E(J" —-v-0,)=705598x10 6 £, :E(Gy -v-0,)=-580,032x10 6

T
Viy =Vyx = g’ =-637,681x107° rad, slika a1)

(0xy)- koord. sustav: &, =98333 MPa, 7, =—-80 MPa, ¢ =9,462°, slika b)

xy

Deformacije su: &, :l(Ex —v-Ey):567,794><10‘6, g, :l(c? -Vv-0,) =—441,868x107°,
E E 7

T
Vey =Vypn = g =-1020,29x107° rad, slika b1)

(0o,0,)- koord. sustav: o, =131,716 MPa, o, =-93,383 MPa, ¢, =—13,188°, y =-22,65°,
slika c)

Glavne deformacije su: ¢, :%(a1 —v-0,)=780,669x107°,

g = %(Gz —v.0,)=—654,743%x107°, slika c1)
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(0mm,)- koord. sustav: o =19,167 MPa, 7, =112,549 MPa, @, =31812°, slika d)

Deformacije su: &g =62,963x10° =1435,412x107° rad, slika d1).

’ yxymax

Pri tom je rabljen izraCunati modul smi¢nosti materijala tijela:
_E
2(1+v)

=78,409 GPa .

Svi orijentirani elementi u toCki M tijela s ucrtanim komponentama naprezanjima na
presjecima, u svim zadanim koordinatnim sustavima, prikazani su na slikama a) do d).

a  yh b) ) = © 24 d) 7

1.-\'71': yx N ¥ 1

T, =T yR

2. Grafi¢ko rjeSenje za naprezanja pomocu Mohrove kruZnice naprezanja

U (0o7)-koordinatnom sustavu u zadanom mijerilu crtaju se tocke A(120,-50) i
F(—60,-80) koje predstavljaju naprezanja na presjecima A i F, slika.

- Odredi se simetrala spojnice AF .

- Sjeciste te simetrale i osi o odreduje srediste S kruznice.

- Iz sredista S opi$e se kruznica polumjera R = AS = SF.

- Kruznica sijeCe os o utoCkama C i D, ¢ime su odredene vrijednosti glavnih naprezanja u
mijerilu 6,=0C i 0, =0OD.

- Paralela s osi x kroz to€ku A presijeca kruznicu u tocki pola P Mohrove kruznice.

- Pravac PC definira kut ¢, glavnog pravca 1 s osi x, a pravac PD je glavni pravac 2 u
toCki M tijela.

- Za odredivanje naprezanja u presjeku odredenom s osi y, povlaci se iz pola P paralela s
osi y do presjeciéta s kruznicom u to&ki B, a takoder produlji se spojnica AS do
presjecista s kruznicom u tocki B. Time su u mjerilu odredeni iznosi naprezanja o, i 7, .
- Pravac PF definira pravac osi y u tocki M tijela, a okomica na njega odreduje pravac PE

tj. os X koja presijeca kruznicu u to¢ki E. Takoder, produlji se spojnica FS do presjecista
s kruznicom u tocki E, te su time u mjerilu odredeni iznosi naprezanja o, i 7,,. Pravac PE
odreduje kut ¢ koordinatne osi x s 0si x.

- ToCke na okomici kroz srediSte S kruznice odreduju tocke G i H u kojima je maksimalno

posmicno naprezanje 7 a normalna naprezanja jednaka su srednjem normalnom

naprezanju og u tocki M tijela.

max ’

- Pravac normale n odreden je kutom ¢ od osi x , povlaCenjem pravca PG iz pola P.

- Orijentirani elementi s ucrtanim naprezanjima na presjecima prikazani su na slikama a),
b), c)id).

Napomena: Nakon izraCunatih komponenti naprezanja u (Oxy)- koordinatnom sustavu,

moze se grafi¢ko rieSenje dobiti uporabom modula «Mohr's circle» programa
«MDSolids®».
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74} | Mierilo: 1em £ 20 MPa

N

(02) O1
7,1,

_z'yx

\J

3) Graficko odredivanje komponenti deformacije pomo¢u Mohrove kruznice
deformacije

Mohrovu kruznicu deformacije u zadanom primjeru moguée je nacrtati kad je poznato
stanje ravninske deformacije u (Oxy)- koordinatnom sustavu, tj. iz ranije danih izraza
Hookeovog zakona izraCunate su komponente deformacije ¢,, ¢, i y,, =y, koje se

odnose na pravce x i y u toCki M tijela, slika a1).
Svi orijentirani elementi u toCki M tijela s ucrtanim komponentama deformacija u svim
zadanim koordinatnim sustavima, prikazani su na slikama a1) do d1).

a1)yT Yo=%. POy Yo=7 1) yA A2 dn 7,
&, | .
i l (7712-7..)

y

(ﬂ/z_%cymax) n
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- U KOg%yj—koordinatnom sustavu ucrtaju se tocke A(gx,%y/xy) [ B(gy,%yyx) koje

odgovaraju presjecima A i B, odredenih osima x i y, te se konstruira kruznica koja prolazi
tockama A i B, a njeno je srediSte S na osi ¢. SrediSte S(gg,0) kruznice nalazi se u
presjecistu osi ¢ i duzine AB, slika. Apscise presjecista C i D kruznice s osi ¢
predstavljaju glavne deformacije &, i &, u tocki tijela. Element u glavnim pravcima ne
mijenja svoj oblik, tj. pravi kutovi ostaju pravi, slika c1). Glavna deformacija ¢, =¢,,,
odredena je tockom C(g,,0), a druga glavna deformacija ¢, =¢,,,, odredena je tockom
D(s,,0).

- Kroz toCku A povlaCi se paralela s normalom u A na elementu, tj. s osi x i ona presijeca
kruznicu u tocki pola P. Pravci 1 i 2 koji prolaze kroz pol P i tocke C i D. Kut ¢, mjeren od

osi x odreduje glavni pravac 1. Deformirani element u okoliSu promatrane to¢ke M tijela u
glavnim pravcima deformacija prikazan je na slici c1).

- Komponente deformacije u toc¢ki M tijela za zarotirani (0;?)7)- koordinatni sustav, slika
b1), gdje je ¢ kut rotacije od osnovnog (Oxy)- koordinatnog sustava, jednostavno se
odreduju tako da se iz pola P povlace paralele s osi x is osi y. Ti pravci sijeku Mohrovu

n

kruznicu u tocki E kojoj apscisa i ordinata odreduju komponente deformacije &, i %77”,

I . . L1
odnosno na presjecistu osi y u tocki F odredene su komponente deformacije &, i 57/”'

—~ ey 2 Mijerilo: 1 cm 2 100x10™°

g}’ Ex
g)’ Ex
%) &1
+ %y 12
—;/yx/ZV
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- Vrijednosti maksimalne kutne deformacije y, ... | pripadajuc¢i pravac normale presjeka

n definiran kutom ¢, odredeni su toCkom G(gs,1

nyymax), odnosno pravcem 7, kroz

tocku H(eg, ! ) na Mohrovoj kruznici deformacija. Za te osi sve duljinske deformacije

nyymax

jednake su srednjoj duljinskoj deformaciji ¢; u tocki M tijela. Deformacije elementa u
okoliSu promatrane toCke M tijela u tim pravcima, kod maksimalne kutne deformacije
7xy max » Prikazane su na slici d1).

Napomena: Nakon izraCunatih komponenti deformacija u (Oxy)- koordinatnom sustavu,

moze se grafiCko rieSenje Mohrove kruznice deformacije dobiti uporabom modula «Mohr's
circle» programa «MDSolids®».
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HOOKEOV ZAKON: RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA









      1



2. Primjer: Hookeov zakon za ravninsko stanje naprezanja tijela


(Zadatak 1. primjer E) na str. 6 u "Vježbenica ispitnih zadataka", primjenom na PC modula "Napr_def.exe" paketa programa "CVRSTOCA").


U točki M tijela zadano je ravninsko stanje naprezanja u presjecima određenih s osi x i s osi 

[image: image1.wmf]y


, prema slici. 


Treba odrediti grafički pomoću Mohrove kružnice naprezanja:


a) normalna i posmična naprezanja u presjecima određenih s osi x i s osi 

[image: image2.wmf]x


, te odrediti kut (  između osi 
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 i osi x,


b) glavne pravce i glavna naprezanja,


c) maksimalno posmično naprezanje s pripadajućim normalnim naprezanjima i pravcima.


Skicirati orijentirane elemente u točki M tijela s ucrtanim komponentama naprezanja u svim koordinatnim sustavima.


Pomoću izraza Hookeovog zakona odrediti komponente deformacije u svim analiziranim koordinatnim sustavima, te skicirati orijentirane elemente s naznačenim komponentama deformacije. Nacrtati Mohrovu kružnicu deformacija za stanje deformacije u točki M tijela.
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Na slici elementa označeni su presjeci A i F sa zadanim pripadajućim naprezanjima.


Mjerilo za Mohrovu kružnicu naprezanja: 1 cm ( 20 MPa.


Mjerilo za Mohrovu kružnicu deformacija: 1 cm ( 100 ( 10.





Rješenje:


1. Analitička rješenja mogu se izračunati pomoću PC uporabom modula «Napr_def.exe» paketa programa «CVRSTOCA», zadatak E). U ovom su primjeru dobiveni rezultati za naprezanja, deformacije i kutove u analiziranim koordinatnim sustavima:


(0xy)-koord. sustav:  
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Deformacije su: 
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Glavne deformacije su: 
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Deformacije su:  
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Pri tom je rabljen izračunati modul smičnosti materijala tijela:
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Svi orijentirani elementi u točki M tijela s ucrtanim komponentama naprezanjima na presjecima, u svim zadanim koordinatnim sustavima, prikazani su na slikama a) do d).
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2. Grafičko rješenje za naprezanja pomoću Mohrove kružnice naprezanja


U 
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 koje predstavljaju naprezanja na presjecima A i F, slika. 


- Odredi se simetrala spojnice 
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A


.


- Sjecište te simetrale i osi 
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 određuje središte S kružnice. 


- Iz središta S opiše se kružnica polumjera 

[image: image46.wmf]F


S


S


A


=


=


R


. 


- Kružnica siječe os 
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 u točkama C i D, čime su određene vrijednosti glavnih naprezanja u mjerilu 
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- Paralela s osi x kroz točku A presijeca kružnicu u točki pola P Mohrove kružnice. 


- Pravac PC definira kut 

[image: image50.wmf]o
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 glavnog pravca 1 s osi x, a pravac PD je glavni pravac 2 u točki M tijela. 


- Za određivanje naprezanja u presjeku određenom s osi y, povlači se iz pola P paralela s osi y do presjecišta s kružnicom u točki B, a također produlji se spojnica 
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 do presjecišta s kružnicom u točki B. Time su u mjerilu određeni iznosi naprezanja 
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- Pravac PF definira pravac osi 
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 u točki M tijela, a okomica na njega određuje pravac PE tj. os 
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 koja presijeca kružnicu u točki E. Također, produlji se spojnica 
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 do presjecišta s kružnicom u točki E, te su time u mjerilu određeni iznosi naprezanja 
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- Točke na okomici kroz središte S kružnice određuju točke G i H u kojima je maksimalno posmično naprezanje 
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, a normalna naprezanja jednaka su srednjem normalnom naprezanju 
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- Pravac normale 
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 određen je kutom 
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 od osi x , povlačenjem pravca PG iz pola P. 


- Orijentirani elementi s ucrtanim naprezanjima na presjecima prikazani su na slikama a), b), c) i d).


Napomena: Nakon izračunatih komponenti naprezanja u 
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- koordinatnom sustavu, može se grafičko rješenje dobiti uporabom modula «Mohr's circle» programa «MDSolids®».
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3) Grafičko određivanje komponenti deformacije pomoću Mohrove kružnice deformacije


Mohrovu kružnicu deformacije u zadanom primjeru moguće je nacrtati kad je poznato stanje ravninske deformacije u 
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- koordinatnom sustavu, tj. iz ranije danih izraza Hookeovog zakona izračunate su komponente deformacije 
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 koje se odnose na pravce x i y u točki M tijela, slika a1). 



Svi orijentirani elementi u točki M tijela s ucrtanim komponentama deformacija u svim zadanim koordinatnim sustavima, prikazani su na slikama a1) do d1).
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 koje odgovaraju presjecima A i B, određenih osima x i y, te se konstruira kružnica koja prolazi točkama A i B, a njeno je središte S na osi 
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 kružnice nalazi se u presjecištu osi 
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, slika. Apscise presjecišta C i D kružnice s osi 
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 predstavljaju glavne deformacije 
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 u točki tijela. Element u glavnim pravcima ne mijenja svoj oblik, tj. pravi kutovi ostaju pravi, slika c1). Glavna deformacija 
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- Kroz točku A povlači se paralela s normalom u A na elementu, tj. s osi x i ona presijeca kružnicu u točki pola P. Pravci 1 i 2 koji prolaze kroz pol P i točke C i D. Kut 
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 mjeren od osi x određuje glavni pravac 1. Deformirani element u okolišu promatrane točke M tijela u glavnim pravcima deformacija prikazan je na slici c1). 

- Komponente deformacije u točki M tijela za zarotirani 
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- Vrijednosti maksimalne kutne deformacije 
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 definiran kutom 
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 na Mohrovoj kružnici deformacija. Za te osi sve duljinske deformacije jednake su srednjoj duljinskoj deformaciji 
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 u točki M tijela. Deformacije elementa u okolišu promatrane točke M tijela u tim pravcima, kod maksimalne kutne deformacije 
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Napomena: Nakon izračunatih komponenti deformacija u 
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- koordinatnom sustavu, može se grafičko rješenje Mohrove kružnice deformacije dobiti uporabom modula «Mohr's circle» programa «MDSolids®».


















"Homo doctus in se semper divitias habet."








          ( Z. VNUČEC, 2008.



_1267364781.unknown



_1267365106.unknown



_1267366918.unknown



_1267374951.unknown



_1291108170.unknown



_1291108190.unknown



_1291108214.unknown



_1291108239.unknown



_1291108254.unknown



_1291108226.unknown



_1291108199.unknown



_1291108180.unknown



_1291108149.unknown



_1291108161.unknown



_1267381432.unknown



_1291044981.doc

[image: image1.wmf]n



[image: image2.wmf]1



n



[image: image3.bmp]


H









S









x y









x









� EMBED Equation.3  ���









+x y




y x









P









(



















G









B









x y




y x









y x









y









x









D









S









1









2









y









x









max









F









x









o









y









N









y



















E









x y









1









2









C









A









Mjerilo: 1 cm ( 20 MPa









O









� EMBED Equation.3  ���














_1120922150.unknown





_1128790383.unknown







_1291044980.doc

[image: image1.wmf]1



n



[image: image2.wmf]n














y









Mjerilo: 1 cm ( 100(106









2









1









x









x y/2
























x y/2




y x/2














x y/2




y x/2














x
























y









� EMBED Equation.3  ���



















x














x



















y









y














x y max/2
























x y/2









S







































A



















H









S














� EMBED Equation.3  ���









P









(



















G









B



















D


































F














o














N














E









1









2









C














O














_1120922150.unknown





_1128790641.unknown







_1267374969.unknown



_1267374298.unknown



_1267374370.doc

[image: image1.bmp]


x y = y x









a1)









(x









y









M









B









A









y









y









x









O









(/2x y)









(x
















_1267374439.doc

[image: image1.bmp]


c1)









2









D









2









x









1









o









1









C









M









1









2









y
















_1267374491.doc

[image: image1.wmf]n



[image: image2.wmf]1



n



[image: image3.bmp][image: image4.bmp]


� EMBED Equation.3  ���









G









H









M



















d1)









x









S














 N









� EMBED Equation.3  ���














(/2 x y max)









S









S









S














_1120921809.unknown





_1120921824.unknown







_1267374399.doc

[image: image1.bmp][image: image2.bmp]







F









b1)









x









E









M









y









y



















x









x









x









y









O









(/2x y)









x y = y x
















_1267374302.unknown



_1267366939.unknown



_1267374275.unknown



_1267374293.unknown



_1267367126.unknown



_1267366944.unknown



_1267366929.unknown



_1267366934.unknown



_1267366924.unknown



_1267365378.unknown



_1267365401.unknown



_1267365449.unknown



_1267366846.unknown



_1267366911.unknown



_1267365471.unknown



_1267365481.unknown



_1267365487.unknown



_1267365454.unknown



_1267365427.unknown



_1267365433.unknown



_1267365422.unknown



_1267365391.unknown



_1267365396.unknown



_1267365382.unknown



_1267365244.unknown



_1267365301.unknown



_1267365369.unknown



_1267365272.unknown



_1267365211.unknown



_1267365225.unknown



_1267365112.unknown



_1267364945.unknown



_1267365026.unknown



_1267365080.unknown



_1267365089.unknown



_1267365040.unknown



_1267364957.unknown



_1267365018.unknown



_1267364949.unknown



_1267364825.unknown



_1267364849.unknown



_1267364938.unknown



_1267364830.unknown



_1267364814.unknown



_1267364820.unknown



_1267364797.unknown



_1267364473.unknown



_1267364666.unknown



_1267364747.unknown



_1267364762.unknown



_1267364777.unknown



_1267364756.unknown



_1267364738.unknown



_1267364741.unknown



_1267364721.unknown



_1267364601.unknown



_1267364628.unknown



_1267364633.unknown



_1267364615.unknown



_1267364574.unknown



_1267364592.unknown



_1267364504.unknown



_1267361362.unknown



_1267363136.unknown



_1267363226.unknown



_1267363239.unknown



_1267363141.unknown



_1267362910.unknown



_1267363106.unknown



_1267363131.unknown



_1267362947.unknown



_1267362845.unknown



_1267362572.unknown



_1267361331.unknown



_1267361347.unknown



_1267361357.unknown



_1267361341.unknown



_1128786360.doc

[image: image1.bmp][image: image2.bmp]















F














x









x














y














M









A









x y









y









y x
























y
















_1267361130.unknown



_1267361162.unknown



_1267361082.unknown



_1128498953.doc

[image: image1.bmp]


x y = y x









F









b)









y x









E









M









x y









x 



















x









x









y









y
















_1128677203.doc

[image: image1.bmp]


c)









2









D









2









x









1









o









1









C









M
























































_1128499895.doc

[image: image1.wmf]n



[image: image2.wmf]1



n



[image: image3.bmp]


� EMBED Equation.3  ���









G









H









M









max









S









d)









x









max









S









N









� EMBED Equation.3  ���









S









S














_1119279451.unknown





_1120921809.unknown





_1120921824.unknown





_1119278997.unknown







_1121099310.doc

[image: image1.bmp]


x y = y x









a)









x









x y









M









B









A









y









y









x









y x
















