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II. ODREDENI INTEGRALI

Uvod s povijesnim osvrtom

Racun derivacija zajedno s raCunom integrala tvori infinitezimalni racun. To je
najvazniji znanstveni racun. Za prirodne i tehnicke znanosti infinitezimalni racun
predstavlja neku vrstu “nosive konstrukcije®.

Najveci starogrcki filozof i matematicar Arhimed (oko 287-212 prije Krista) je u
3. stolje¢u prije Krista usavrSio jednu metodu za racunanje povrSine i obujma.
Gotovo dvije tisue godina kasnije, u 17. stoljeCu, iz te je metode razvijena
integralna metoda. Sama Arhimedova metoda je tada prozvana metodom
ekshaustije, tj. metodom iscrpljivanja (lat. exauriere = hrv. iscrpiti).

Odredeni integral, kakvim ga poznajemo danas, potjeCe od njemackog

matematicara Georga Riemanna (1826 — 1866).

Arhimed Georg Riemann
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1. Problem povrsine

1.1. Krivuljni trapez
Kada se dopusti da krakovi trapeza mogu biti krivulje, nastane lik koji se zove
krivuljni trapez. Isti se naziv koristi za srodan lik omeden s jednom osnovicom i dva
kraka, te za lik omeden s dva kraka. Po ovoj opcenitoj definiciji i trokut je krivuljni

trapez.

krak krak

osnovica

krak krak

[\

osnovica 0Snovica

krivuljni trapezi

Mnogokut se moze rastaviti na trokute, ako je potrebno na pravokutne trokute.
Ravninski lik omeden krivuljama, ,krivuljni mnogokut”, se moZe rastaviti na
krivuljne trapeze, po potrebi pravokutne. Ovi rastavi su opcenito korisni, a naro€ito

su pogodni za racunanje povrsina.

v

rastay ravnog i krivuljnog mnogokuta
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1.2. Povrsina krivuljnog trapeza

Povrsina krivuljnog trapeza €iji su krakovi relativno mali spram osnovica (“tanki

trapez‘‘) se moze priblizno odrediti pomoc¢u ravnog trapeza ili pravokutnika.

[

RX*Y

XX *Z

~x*f(x), y<f(x)<z

DN

pribliZna povrsina krivuljnog trapeza relativno male visine x

Zelimo odrediti povrsinu krivuljnog trapeza ispod grafa neke funkcije f(x).
Promatrajmo dakle funkciju f(x) na zatvorenom intervalu [a,b]. Radi lakseg
raCunanja, a bez sumnjanja opcenitosti, pretpostavimo da je funkcija f(x) pozitivna
na intervalu [a,b]. Promatrat ¢emo pravokutni krivuljni trapez omeden pravcima

x=a, x=Db, y=01igrafom krivulje y = f(x).

. b v=I(x)
————————————————— ——
/ “\ -
//
-"‘--_‘__ _.-/
iy N
a=Xo X,; X, i XA X XNn1l X =b b

pravokutni krivuljni trapez ispod grafa pozitivne funkcije
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Prvo odredimo pribliznu povrsinu ovog krivuljnog trapeza. Rastavimo trapez na
mnos§tvo od 7 “tankih® pravokutnih krivuljnih trapeza kao na slici. Priblizna

povrsina AP, i-tog krivuljnog trapeza, izraCunata pomocu povrsine pravokutnika

sa stranicama Ax, i f (x) , 1Znosi

ap = (%)
Zbrajanjem pribliznih povrSina svih n “tankih® krivuljnih trapeza, dobiva se

priblizna povrsina P, = AP (n) cijelog krivuljnog trapeza:

P =AP(n)=lZ::APi =§Axif(2).

PribliZzna povrSina P, ovisi o broju “tankih* krivuljnih trapeza, tj. o broju 7.
Zamislimo da taj broj 7 raste i da pri tom niz pribliznih povrSina (31) konvergira.

Tada broj
P=IlmP

>
predstavlja povrsinu krivuljnog trapeza.

Napomena. PovrSina P ovisi samo o funkciji f(x) i zatvorenom intervalu [a,b].
Kao $to smo upravo vidjeli do povrSine P se dolazi preko niza pribliznih povrSina
(Pn). Priblizna povrSina P,, pored funkcije f(x) i zatvorenog intervala [a,b], ovisi
jo§ o rastavu tog intervala na n podintervala i izboru po jednog broja iz svakog
podintervala.Za smislenost definicije broja P klju¢no je pitanje kakav mora biti
rastav intervala [a,b] na n podintervala, a za postojanje broja P klju¢no je pitanje
kakva mora biti funkcija f(x). Same odgovore na ova dva teska pitanja nudi sljedeca

lekcija, bez strogih obrazlozenja i u smanjenoj opéenitosti.
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2. Odredeni integral

2.1. Definicija odredenog integrala
Neka je funkcija f(x) neprekinuta na zatvorenom intervalu [a,b]. Odaberimo
jedan prirodni broj n (broj n treba zamisljati kao veliki broj). Rastavimo interval

[a,b] na n podintervala (xo = a, xn = b):
[aab] = [X()z Xl] U [Xla XZ] u...Uu [Xn-l: Xn]:

ali tako da se svaki od tih podintegrala steze u jednu toc¢ku kada se dopusti da n
neograniceno raste. Takav je npr. rastav na n podintervala iste duljine. Iz svakog
podintervala [xi-1, Xi] odaberimo po jedan broj xi, a duljinu doticnog podintervala
oznaCimo s AXi = Xi — X;;, Na isti nacin kao u prethodnoj lekciji definira se n-ti

djelomicni zbroj

Definicija. Odredeni integral funkcije f (x) koja je neprekinuta na zatvorenom

intervalu [a,b] je vrijednost niza djelomi¢nih zbrojeva, a biljezi se oznakom
b
I f(x)dx.

Zanimljivo je da broj

b

[ £ (x)dx= 1im(§f(2)mij

n—>00
a

ne ovisi o rastavu intervala [a,b] na podintervale (rastav jedino mora udovoljavati

zahtjevu da se svaki od podintervala steze u jednu tocku kada se dopusti da »
neograniceno raste) kao ni o izboru brojeva X, iz podintervala [X;,, X;]. Postojanje

grani¢ne vrijednosti niza djelomi¢nih zbrojeva osigurava neprekinutost funkcije f(x).
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Dodatak definiciji.

[r()r=0 . Jr(s)ae=] r(s)as

1
Primjer 68. Izracunaj po definiciji Jxa’x .
0

Rjesenje. Odaberimo prirodni broj n. Interval [0,4] rastavimo na n jednakih
podintervala (duljina svakog podintervala iznosi Ax = % ):
1, 1 2 i-1 i n-2 n-1 -1
[Oa;],[Z'Z]a ,[lT,%]aa[TanT]’[nT'l]

Uzmemo li za brojeve x; desne krajeve podintervala, slijede vrijednosti funkcije

f(xi):xi _L za i=1,.,n

n
i n-ti djelomicni zbroj
c LA i n(n+1) n+1
i i i n(n n
x)Mxi = Y == N = =1
Z D Zinn n? . n? 2 2n
i=1 i=1 i=1

Grani¢na vrijednost niza djelomi¢nih zbrojeva

2.2. Racunska pravila odredenog integrala

Ako su funkceije f(x) i g(x) neprekinute na zatvorenom intervalu [a,b], tada
vrijede pravila:

b b b
f (FGO) + g(0))dx = j F)dx + j g(x)dx
a ab ab

f(f(x) — g(x))dx = Jf(x)dX— Jg(x)dx

a a
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b b
f [ef CO)ldx = ¢ f f()dx

fbf(x)dx= ff(x)dx‘*‘fbf(x)dx, a<c<bh

2.3. Integralna metoda

U definiciji odredenog integrala je sadrzana jedna znanstvena metoda,integralna
metoda,koja se moze provesti u tri koraka.Pretpostavimo da Zelimo odrediti to¢nu
vrijednost Q neke velicine.

Prvi korak. Promatranu veli¢inu rastavimo na » malih dijelova sli¢nih cjelini.
Vrijednost svakog malog istog dijela zamijenimo pribliznom, nama promatranom
vrijednoséu

AQi.

Drugi korak. Odredimo zbroj Qr svih pribliznih vrijednosti AQi :
n
Qn = Z AQi.
i=1

Treci korak. Grani¢nim prijelazom (pustanjem da n — o), ako ima smisla,
izra¢unamo to¢nu vrijednost

Q = lim,_ Qn.
3. Racunanje odredenog integrala

3.1. Leibniz-Newtonova formula
Racunanje odredenog integrala neposredno po definiciji je vrlo sporo i tesko.U to

smo se uvjerili u Primjeru 68 iz predhodne lekcije. Tako ¢e nam dobro do¢i formula
iz sljedeéeg teorema koja uvelike skracuje "muke po racunanju”.

Teorem (Leibniz-Newtonova formula). Neka je funkcija f (x) neprekinuta na

[a, b] i neka je F (x) bilo koja njena antiderivacija.Tada je

j.f(x)dx:F(b)—F(a).
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Po mnogima,ovo je najvaznija znanstvena formula. Bez ove formule ni sam
infinitezimalni raCun ne bi bio ono S§to jest,srediSnji znanstveni racun. Pored
Leibniza i Newtona za ovu su formulu znali jo$ neki matematicari 17. stoljeca.

Formula je toliko vazna zato §to povezuje dva, moglo bi se re¢i udaljena pojma.
b
Na lijevoj strani formule je odredeni integral I f (x)dx koji predstavlja povrsinu,

a na desnoj strani je samo razlika, F(b) — F(a),dviju vrijednosti antiderivacije
F (x) Uzmu li se u obzir mnogobrojne primjene odredenog integrala,formula

dobiva jo§ vece znalenje. Zbog ove formule je oznaka odredenog integrala,uz
ispuStanje granica, preuzeta i kao oznaka za skup antiderivacija koji je prozvan
neodredenim integralom.

Primjer 69. Pomocu Leibniz-Newtonove formule izraunaj

f12(3x2 —2x + 1)dx.
Rjesenje. Odredivanje jedne antiderivacije F' (x) :

F(x)= [(3x? = 2x+ Ddx =x3—x*+x
Racunanje razlike F(2) — F(1):
F2)—-F(1)=(2%3-2242)-(13-12+1)=5
Primjena formule:

2
j(sz —2x+1dx=5
1

O

Napomena. Sve napisano u prethodnom primjeru se obi¢no krace pise ovako:

2 2
f(3x2—2x+1)dx=(x3—x2+x)| =(23-2242)-(13-1%24+1) =5
1 1

Primjer 70. Pomo¢u Leibniz-Newtonove formule izracunaj

" (sin x — cos x) dx .
J( )

Rjesenje.

O e Ny

(sinx—cosx)dx:(—cosx—sinx)T:(—cos;r—sin;r)—(—cosO—sinO):2
0

[m]
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X

Primjer 71. Izra¢unaj f_olm dx.
Rjesenje.
f X 4 2x2_3=t—1f1dt—1]|t|—11 |22 3]
2x2—3 xdszdt Tg) Ty T
0
1 o1 1
[==—dv=—In|2x* -3|| =—(In|-3|-In|-1)) =~ In3
2237 4 i 4

-1
O

Primjer 72. Izratunaj |, f x%1nx dx.

Rjesenje.
u=Inx dv=x?dx
2 1 1 =
J.x Inx dx du=rde p=iy3
X 3
1

=—x3lnx —lfxzdx = 1x3(3lnx -1) =
3 3 9

e e
1
=J.x21nxdx=—x3(3lnx—1) | =
9 1
1

[e3(B3lne—1)—13BIn1-1)] = %(233 +1)
O

O| =

3.2. Integrali s promjenljivim granicama

Kada je promjenljiva veli¢ina granica odredenog integrala tada se radi o integralu
s promjenljivim granicama.

Primjer 73. Odredi funkciju f(x) i izraCunaj f(2), ako je f(x) = flx t2dt.

Rjesenje.
X
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Primjer 74. Odredi funkciju f(x) i izracunaj f(—1), ako je f(x) = f;+1 Vtdt.
Rjesenje.

: 4
fo= [viae=20E | =L(s-Jariy)

x+1 x+1

16

f(—1)=—(8— (—1+1)3)=?

Primjer 75. Odredi f(x) = Lﬁz t7'dt iizratunaj f(4)

Rjesenje.
x+2
1 x+2 X+2
f(x)=f “de=lnlel | =Injx+ 2|~ Inj3x| = In ‘
3x 3x
4+

f(4) =In

2‘—11— In2
3.4 T
O

Primjer 76. Deriviraj funkciju F(x) = fo(l‘) dt , ako je f(t) =t—cost.Jeli

F'(x)=f(x)?

Rjesenje.

X 1 x
F(x) = f(t —cost)dt = (Etz - sint) | =
a a
= 1x2 —sinx —-a”® +sina
2 2
F'(x) =x —cosx = f(x)
O
- : x-1 ¢t
Primjer 77. Odredi f(x) = [ —dt.

Rjesenje.

t t_1=5_Js+1 __[< 1) _
—de|' 7| = | —ds = | (147 )ds =

=s+1In|s|+C,=t—1+Injt—1|+C, =t+Injt—1|+C
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x-1 " x—1
f(x)zf —dt=(t+Injt — 1)) | =
x X

x—2

—(x—1+Inlx—2])— (x+Inlx—1]) = In 1‘—1

x—
O

Primjer 78. Odredi f(x) = ["Intdt.
Rjesenje.
u=Int dv=dt

du==dt v=t =“nt‘fdt=“nt—t=t(lnt—1)

2Xx 2x
f(x)=_[lntdt=t(lnt—1) | =2x(In2x —1) —x(Inx —1) =
x X

:x(2ln2x—2—lnx+1):x(ln4x2 —lnx—lne):xlnﬁ
e

O

3.3. Teorem o srednjoj vrijednosti

Primjer 76 govori da svaka neprekinuta funkcija f(x) ima antiderivaciju
X

Hm=jf@m,

a
koju na zalost ne moZemo uvijek izraziti kao elementarnu funkciju. Ako je funkcija
f(x) neprekinuta na zatvorenom intervalu [a,b], tada se moZe dokazati da je
funkcija F(x) takoder neprekinuta na [a,b] i da je F'(x) = f(x) za svaki x iz

(a, b).

Teorem o srednjoj vrijednosti integralnog racuna. Neka je funkcija f(x)
neprekinuta na zatvorenom intervalu [a, b]. Tada postoji bar jedna meduvrijednost ¢

iz (a, b) za koju je

b
[ rwax =@ @ -,

Dokaz. Funkcija

F(x) = jf(t) dt
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zadovoljava uvjete Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti diferencijalnog
ra¢una: F(x) je neprekinuta na [a, b] i derivabilna na (a, b). Zato za funkciju F(x)

postoji bar jedna meduvrijednost ¢ iz (a, b) za koju je

F(b) — F(a)

Fi(e) = b—a

Bududi da je F (x) antiderivacija od f (x), slijedi:
b
F(b) — F(a)

f F)dx = F(b) = F(a) = ———— (b~ a)

=F'(c)b—-a)=f(c)b—-a) .
O

Geometrijski smisao teorema
lezi u ¢injenici da se postojanjem
meduvrijednosti ¢ povrSina
krivuljnog trapeza pretvara u

povrsinu pravokutnika ¢ije su

stranice b—a i f(c).

Primjer 79. Pronadi srednju vrijednost za f03 x2dx .
Rjesenje.
3
3,24, -1 3] _
Jo x%dx =Zx | =9
0
9=f(c)(b—a)=3c?

c=+V3

Jedina srednja vrijednost zadanog odredenog integrala je ¢ = v/3 jer samo ona

pripada intervalu (0,3).
O
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4. Nepravi integrali

b
Za J.a f (x)dx se kaze da je nepravi integral ako vrijedi bar jedan od slucajeva:

 ne postoji f(a)
* ne postoji f(b)

* ne postoji f(c) zaneki ce<a,b>
. a = —o0
. b = 400

Za neprave integrale ¢ija se vrijednost moze izraCunati pomoc¢u limesa se kaze da
konvergiraju, u suprotnom se kaze da divergiraju.

1

1
Primjer 80. Izracunaj vrijednost nepravog integrala | de.
ovVx

Rjesenje. 1zrazavanje integrala grani¢nom vrijednoscéu:

Racunanje odredenog integrala:
1 1 |
_[de= 23/x[ =2(1-a)
a x a

Racunanje grani¢ne vrijednosti:

lim 2 (1.4)=2

a—0+

Zapisivanje zavrSnog rjesenja:

oS—_
-
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|
Primjer 81. IzraCunaj vrijednost nepravog integrala I ——dx.
o VI—x
Rjesenje. 1zrazavanje integrala grani¢nom vrijednoscéu:

1
j%d lim —dx
0 —X

\/_ a—l- \/—

Racunanje odredenog integrala:
b 1 b
J‘dez 2T=x[ = 2(1-+17b)
0 —-X 0

Racunanje grani¢ne vrijednosti:

lim 5 (1-Vi-p)=2

Zapisivanje zavrSnog rjesenja:

1
X

dx=2

o-_,_
—
|

O

R : 1
Primjer 82. Izracunaj vrijednost nepravog integrala J-—dx .

L 3x

RjeSenje. Izrazavanje integrala grani¢nom vrijednoscéu:

8

1

3/;

“1
dx = I—dx+

J I

S Ly 0

= i —=d —d
fiy [ty [
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Racunanje odredenih integrala:

i \/_f = @
sy

=
><
l\)|w

-1

> @)

Q )y 0
H

II
l\)|w
fh'—.oo

Racunanje grani¢nih vrijednosti:

lim 3 (3/5_2_1):_2
2 2

b—0-
1 3 3 2y
lim 2(4-\/a—) 6

8
L2
’ 22

0

Primjer 83. IzraCunaj vrijednost nepravog integrala .[ e'dx.

RjeSenje. Izrazavanje integrala grani¢nom vrijednoscéu:
0 0
J e'dx- lim Jexdx

a—>—o0
a

—00

Racunanje odredenog integrala:

Racunanje grani¢ne vrijednosti:
lim (- py=1.0=1

b——©
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Zapisivanje zavrSnog rjesenja:
0
j e'dx=1
—0

O

B!
Primjer 84. I[zraCunaj vrijednost nepravog integrala J-—3dx

1

Rjesenje. 1zrazavanje integrala granicnom vrijednoscéu:

Ht—,g

1 b 1
_d = hm j—dx

Racunanje odredenog integrala:

b
1 5 1 1
Jd=ssf = 5o
1 1
Racunanje grani¢ne vrijednosti:
1 1 1
— —)=—(1-0)= —
am 2 ( bz) 2( ) >

Zapisivanje zavrSnog rjesenja:

-]
1
O

+00

Primjer 85. IzraCunaj vrijednost nepravog integrala | ———dx .

Rjesenje. 1zrazavanje integrala grani¢nom vrijednoscéu:

71
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—dx_ ;dx ;dx_

x +1 x +1 x2+1
T

= lim I—dx+ lim |—5—dx

a—>—0 b—>+o0 )C +1

Racunanje odredenih integrala:

1
_[ ) dX = grc tanx
x +1

= arctan c - arc tan a

Q
|

J dX = grc tanx

arc tan b - arc tanc
x*+1

O C— >
I

Racunanje grani¢ne vrijednosti:

. T
lim (arctanc-arctana)=arctanc+ —
a—»—o 2

. T
lim (arc tan b - arc tanc ) = — -arc tanc
a—>+w 2

Zapisivanje zavrSnog rjesenja:
+00
1

dx—arctanc+— +——arctanc— T
x +1 2

O

Primjer 86. Ispitaj konvergenciju nepravih integrala:

L1
(I)I_dx
0X
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Rjesenje.

a—>0+ 4 X a—0+

11 11 1
[=dx_ lim [—dx - lim (ln|x|_[ ]
0X "

- lim (-Ina)= +o0
a—0+

Integral (1) ne konvergira ( divergira u +00).

(2) j—dx— lim |
xInx b—>1—7x1nx

e e e

b
dx = lim ln|lnx|j
b—1- 1

= lim (Inlnb)=-»
b—>1-

Integral (2) ne konvergira ( divergira u —o0).

2 ¢ 2 P2
—dx _ dx —dx
(3) '(’;xz—l -([x— " 1xz—l

Racun za prvi integral-pribrojnik:

szz_ o= lim j—dx lim [m

0 b—1-

b—1-

_ lim (nﬂ_lnl}m

Prvi integral-pribrojnik ne konvergira ( divergira u —o0). Neovisno o racunu za
drugi integral-pribrojnik moze se reci da integral (3) ne konvergira (divergira).
O

Primjer 87. Ispitaj konvergenciju nepravih integrala:

] d —=dx T d
(1)__|;Ocosxx (2) j!:\/; (3)‘!;6 X
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RjeSenje.

(1) Jcosxdx_ lim [cosxdx - lim (sinij=

—®© a——m g a—»—oo a

= lim (-sin a)

a—»—x0

Granicna vrijednost ne postoji pa integral (1) ne konvergira (divergira).

b+

+00 1 b 1
—dx _ 1; —dx _ 1 bj:
(2) Z!.\/; lim ?[\/; blirflw(zﬁl
=blir+n (24/b - 4) = +oo

Grani¢na vrijednost ne postoji kao broj pa integral (2) ne konvergira ( divergira u
+00).

3) Te“‘dx = j exdx++j?exdx

—00

Racun za prvi integral-pribrojnik:

a—»—w0 a—»— a—»—w0
—0 a

I e'dx=1im |e‘dx=lim (ex |j = lim (ec —e“) =
Racun za drugi integral-pribrojnik:

b—+0 b—+0 b—+o0
c c

+o0 b b

I e'dx = lim | e'dx = lim (e* |j = lim (eb —ec) =+
Prvi integral-pribrojnik konvergira dok drugi integral-pribrojnik ne konvergira
(divergira u +o0). Zato integral (3) ne konvergira (divergira u +00).

O
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5. Primjene odredenog integrala

U ovoj lekciji ¢emo obraditi Cetiri osnovne geometrijske primjene odredenog
integrala. Sve potrebne formule ¢emo izvesti pomocu integralne metode.

5.1. Povrsina ravninskog lika

Izvedimo formulu za raCunanje povrSine krivuljnog trapeza omedenog
grafovima funkcija y=f(x) i y=g(x), te pravcima x=a i x=b, uz pretpostavku da je
f(x)=g(x) zaa<x<b

Zbroj povrsina svih pravokutnika:
P, = ZAPz :Z[f(xi)_g(xi)}Axi
i=1 i=1
Granicni prijelaz (n —> 0):

P=lmP = jj[f(x)—g(x)]dx
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Iskoristimo izvedenu formulu uz odgovarajuce slike u koordinatnom sustavu za
dva medusobno inverzna slu¢aja: prvi slucaj, kada su jednadzbe krivulja y = f (x)

i y= g(x), te drugi obrnuti sluaj, kada su jednadzbe krivulja x= f ( y) i

x=g(y).
f(x)Zg(x) za xe[a,b] f(y)Zg(y) za ye[c,d]
P (1)) s P={l ()]

povrSina krivuljnog trapeza

Sada ¢emo u nekoliko primjera iskoristiti izvedene formule. PovrSinu ravninskog
lika je najbolje racunati kroz tri koraka:

« skiciranje zadanog lika

* izrazavanje povrsine lika odredenim integralima

« racunanje odredenih integrala
U jednostavnijim primjerima nije nuzno posebno isticati svaki korak, a vrlo Cesto se
drugi i tre¢i korak stapaju u jedan.

Primjer 88. Izracunaj povrSinu lika omedenog krivuljama x=2, y=0 i
2

y=—x". E
Rjesenje.

3

8
X — —
3

S —

1
3

Dakle, povrsina lika iznosi i
8/3 kvadratnih jedinica. |
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Primjer 89. Izraunaj povrsinu lika omedenog krivuljama x =0, y=1, y =2

iy=\/;.

Rjesenje. .
.1.

y:x/; & Y =xzay>0 2

P=j(y2—0)dy=iy2dy= 1
1 1

_ 32_7
V=3

W | —

Primjer 90. Izracunaj povrsinu lika omedenog parabolom y = —x>4+3x+2 i

pravcem y =x—1.
Rjesenje. Skica lika uz predhodno raCunanje koordinata sjeciSta parabole i

pravca:
y=y |
—x’ +3x+2=x-1 ' e siatis
—x*+2x+3=0 A
x=-1,x,=3

»=-2,y,=2
|III l"’""" ..-.'.

Izrazavanje i raCunanje povrSine lika
odredenim integralom:
!

P=j[(—x2+3x+2)—(x—1)]d = _'_|.' _ JroiE=1
| y
=il(—x2+2x+3)dx= |I (/”f

4
:(—l)f +x° +3xji _32 A
3 -1 3
m

Primjer 91. Izraunaj povrsinu lika omedenog kubnim polinomom y = x’ —x i

. oy 3
njegovom tangentom u tocki A —E,g .
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Rjesenje. Jednadzba tangente:
1 3 ’ 1 1 1

Xo=—= , V==, YV =3x"—-1,y, == : y=——x+—
0 > Yo 3 Yy Yo 4 Yy 4 4

Zajednicke tocke polinoma i tangente ( diraliSte A4 i sjeciSte B ) te skica lika:

y=y
, 11
X —x=——x+—

47 4

4y —4x+x-1=0 4
4x(x* ~1)+(x-1)=0 i
(2x+1)’ (x=1)=0

Primjer 92. U tri navedena koraka odredi povrSinu lika omedenog krivuljama
1

x=§, x=4, y=+2x-1 i y=log, x.

Rjesenje. Skiciranje lika:

tablica krajnjih ) Fixp=affz-1 |
vrijednosti ; —
X ! 4 .
P 1 glx)=leg.x
Sx)fo V7 : E— S

B
1

|

=
|

L

P
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IzraZavanje povrsine lika odredenim integralima:

(\/Zx —log, x )dx J.\/Zx ldx — J.logzxdx

P

I\J\»—-l—..];

Racunanje odredenih integrala i zavr$no rjesenje:
2x=1=t x=4=1t=7

‘ 17 1 57 7

2x~1d = —(Vtdt == | ===
.!. x—1ldx 1 2_!.\/_ 3 (I) 3
2

2dx = dt x=§:>t=0

u=log,x , dv=dx

1 X
log., xdx =xlog, x———|dx=xlog, x ———
I 8 du = ! dx, v=x 8 1n2-[ & In2

xIn2

h x ) 4 1117 7
Jlogzxdxz xlog, x—— || =|8——|-| —=—-—

1 In2)1 In2 2 2In2) 2 22
2 2

W11 17
p=NT, 147 +211 51)~2.72
3 22 2 6( V7+21log; e-51) ~

O

Primjer 93. Izracunaj povrSinu lika omedenog krivuljama y =0, y=——x+—

2 2

: 3
iy=x.

Rjesenje. Skica lika uz predhodno pronalazenje sjecista kubne parabole i pravca:

y=y 1
, 13 &
X =—sx+=
PR ;
26 +x-3=0 Rl

Zx(x —1)+3(x 1)=0
(20" +2x+3)(x-1)=0

s

< y=0 1 y=
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Povrsina lika se moze izraziti i izraCunati odredenim integralima na dva nacina:

integriranjem po X

1 3
P=PF+P, :Ix3dx+I(—lx+§jdx:l+1:%
0

integriranjem po y
1
5
P=1(3-2 dy =
f(3-2-t)ar=3
O

Primjer 94. Izracunaj povrSinu lika omedenog krivuljama y =0, y=Inx i
y=2In (x - 2) .
Rjesenje. Skiciranje lika uz odredivanje sjeciSta logaritamskih krivulja na
podrudju x>2:
y=Yy
Inx=ln(x-2)

= (x—Z)2

x*=5x+4=0
x=4 , x=1
=In4

Izrazavanje povrsine lika integriranjem po X :

4
=Jlnxdx=(xlnx—x)

1

=8In2-3

_

x—2
dx =

4 _ 2
P, =[2In(x-2)dx N ;;u =2J1ntdt=2(tlnt—t)T=4ln2—2
3 1

P=P-P =4In2-1

Izrazavanje povrsine lika integriranjem po y :

In4 1 In4
P= j( 2 +2—ey]dy=(2ezy+2y—ey] | =4In2-1
0

O
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5.2. Obujam rotacijskog tijela

Neka je pravokutni krivuljni trapez omeden grafom funkcije y = f (x) te

pravcima y=0, x=a i x=>. Zamislimo tijelo koje nastaje vrtnjom tog trapeza
oko osi x . Izvedimo formulu za obujam tog rotacijskog tijela.

Obujam malog valjka:

v, =l (%)] &

Zbroj obujmova svih n malih valjaka:
n n .2
V,= ZAVI = Z[f(xz)] Ax,
i=1 i=1
Granicni prijelaz (n —> 0):
f 2
V=lmV, = ﬂj-[f(x)] dx

Zapisimo izvedenu formulu uz odgovarajuce slike u koordinatnom sustavu za dva
medusobno inverzna sludaja: slucaj kadaje y = f (x) islucaj kada je x = f ( y).

/ =1y)
-g///////// -

|

\

7|

V=7Z“f(x)]2dx:7zjy2dx Vzﬂj[f(y)]zdyzﬂszdy

obujam tijela nastalog vrtnjom pravokutnog krivuljnog trapeza
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Primjer 95. IzraCunaj obujam tijela nastalog vrtnjom, oko osi x, lika omedenog
krivuljama y:x/;, y=0ix=3.

Rjesenje:

3 3
Vzﬂ'j(\/;)z dx:ﬂ'[xdx:
o_z 2 T _9_72_0
270 2

Dakle, obujam ovog tijela
iznosi 97/ 2 kubnih jedinica.
m]
Primjer 96. Izracunaj obujam tijela nastalog vrtnjom, oko osi x, lika omedenog
parabolom y = (x — 1)2 ipravcem y =—-x+3.
Rjesenje.
Sjecista parabole i pravca:

y=y
X' —2x+1=—x+3
¥ —x—-2=0
x=-1,x,=2
n=4, »3=1
Racunanje obujma V' =V, -V,
-x+3=t¢
V, = ﬂj(—x+3)2 dx doe = —~dt =—ﬂjt2dt :—£t3 i =21z
° x=2=t=1 . 3 4

x=—1=t=4
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Primjer 97. IzraCunaj obujam tijela nastalog vrtnjom, oko osi y , lika omedenog

krivuljamayzi/;, y=z/7 ix=0.
Rjesenje:

yz%/;cmf:x

Primjer 98. Izracunaj obujam tijela nastalog vrtnjom, oko osi y , lika omedenog
krivuljama y=Inx, y=01i x=e.
Rjesenje:
y=lhx & &' =x

V=V,-V,:

1 1 )
4 :ﬂjezdy:ﬂe2jdy:ﬂezylzﬂe2
0 0
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5.3. Duljina luka ravninske krivulje

Promotrimo luk grafa funkcije y = f(x) za a < x < b . Odredimo duljinu tog luka
integralnom metodom.

dyi=f'(xi)axi

f(xi)

X1

Duljina diferencijala malog luka krivulje:

AL =ds, = \/Axf +[f’(§,,)Ax,T = \/l+[f'(;i)TAxi

Zbroj diferencijala svih n diferencijala malih lukova:

L=Sa =3 ()] o

Granicni prijelaz (n— o ):

L=limL, = f«/1+[f'(x)]2dx

Izvedeni integralni izraz za duljinu L ima smisla uz uvjet da je podintegralni
izraz neprekinuta funkcija. Taj ¢e uvjet sigurno biti ispunjen, ako funkcija f (x)
ima neprekinutu derivaciju  f '(x). ZapisSimo izvedenu formulu uz
odgovarajuéeslike u koordinatnom sustavu za oba medusobno inverzna slucaja:
sluaj y = f(x) isluéaj x=f().
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JIH[ /0] dx = L=T\/l+[f’(y)]2dy=

:j 1+y’2dx :jl‘\/l-i-x'zdy

duljina luka grafa funkcije

L=

> —

4
Primjer 99. Izratunaj duljinu luka krivulje y =+/x> za 0< x < 3
Rjesenje.
3 3 1
= x2 , ! = —x2
y y 5
4 9
3 9 1+ ZX =t
L= j 1+—xdx =
4 4
0 dx =—dt
9

4
| =

A S8 o560
_9!\&#_27\/7 27

1

6
Dakle, duljina ovog luka iznosi 2—7 duznih jedinica.

[m]

1 . ..
Primjer 100. Izracunaj duljinu luka parabole y = Exz +x koji se nalazi ispod

ravca -7
p y 18
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Rjesenje. Skica luka uz racunanje apscisa sjecista parabole i pravca:

y=y
LI
2 18

9x*+18x-7=0

Duljina luka (y' =x+1):

1 4

L=j. 1+(x+1)2dXHXI H ix/t2+1dt '[«/ =

4 0

W

w \

3

( t +1+ln‘t+\/t +1

O

Primjer 101. Izrac¢unaj duljinu luka krivulje x =In (y2 - l) za 2<y<S5.
Rjesenje.
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5.4. Povrsina rotacijske plohe

Pri vrtnji luka grafa funkcije y = f(x ) = 0 za a < x < b, oko osi X, nastaje
ploha. Zelimo izvesti integralnu formulu za povrsinu te rotacijske plohe.

-

¥
y=Tix
|- o

Povr$ina plasta malog valjka polumjera R = f° (x_l) ivisine H =ds,:

AP =27RH =27 f (x;)ds, =27.f (x, )1+ [f'(;i)TAxi

Zbroj povrsina plastova svih # malih valjaka:

p=3an =2y s (5)i [ (5)] o

Granicni prijelaz (n —> 0):

P=limP, zzﬂff(x)./l{f'(x)]zdx

Integralna formula za povrSinu P ima smisla kada funkcija f (x) ima

neprekinutu derivaciju f” (x) jer je tada podinegralna funkcija sigurno neprekinuta.
Zapisimo izvedenu formulu uz odgovarajuce slike u koordinatnom sustavu za oba

medusobno inverzna slucaja: slu¢aj y = f (x) isluéaj x=f ( y).
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LY
. k)
J.I—

Ledld zewmmz tl‘l_s:_f-;j

L I::;-Ilr 1-:' Ml 2wyl
|Ti"\-_,""1'1‘-lg' "'::_l:"

hl i FJ.:.'_? ™y
i _J ,H ¥ .
’

P2l sl a=  p=2ef )il ] @ -
= Zﬂ:bfy 1+ " dx = ZETxmdy

povrsine plohe nastale vrtnjom luka grafa funkcije

Primjer 102. Izracunaj povrsinu plohe nastale vrtnjom, oko osi x, luka krivulje

y:2x/; za 3<x<8.

Rjesenje.
1 1 1
y= 2x =2x2 , y—xz——
I :r-i'J.:
P= 242[ /1+ —dx =
£
l+x=t¢
—4ﬂJ\/1+xdx|[ * mz [
dx =dt . P l-

- 47zj\ﬁdt =8—7r\/t73| _1527
) 3 4 3

Dakle, povr§ina ove rotacijske plohe iznosi 15277 /3 kvadratnih jedinica.
O



5. Primjene odredenog integrala 89

Primjer 103. Izracunaj povrsinu plohe nastale vrtnjom, oko osi y , luka krivulje
2
x=§y3 za OSyS(‘/E.

Rjesenje.

% {
iy . N 2 1+4y =t |
=— J1+4y'd = l
_([y i 16y°dy = dt . [w
S NNy L "
124 18 1 9

Primjer 104. Odredi povrsinu sfere, odnosno oplosje kugle polumjera duljine a.
Rjesenje. 1z kanonske jednadzbe x* + y* = a* (kruznice sa sredistem u ishodistu
polumjera a) slijedi eksplicitna jednadzba
y=~la’—x* (gornjeg luka polukruznice).
Vrtnjom polovine tog luka (smjestenogu

prvom kvadrantu) oko osi X nastaje polu-
sfera. Povrsina cijele sfere iznosi

P=47rle 1+y"dx =
0

= 47raJ‘ dx =4rax
0

oS —Q

=4ra*

jer nakon deriviranja i sredivanja izlazi y+/1+ y'2 =aqa.

[m]
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6. Numericka integracija

6.1. Osnovni problem
Osnovni problem numericke integracije je priblizno izracunavanje odredenog
b
integrala _[ f (x) dx . Najlakse je funkciju f (x) zamijeniti polinomom f, (x)

uz uvjet da je f (x) ~ fpol(x). Iz ove jednostavne ideje, koja se provodi vec

nekoliko stotina godina, nastaje priblizna formula

jif(x)dx ~ jifpol (x)dx.

6.2. Trapezna formula

Mo 3 e M M Hea M, D
X

Govore¢i geometrijski, trapezna formula nastaje zamjenom krivulje pravcima.
Analiticki, ova formula nastaje zamjenom integranda linearnim ili konstantnim
funkcijama, a njen izvod tece kroz tri koraka:

-a

« rastav zatvorenog inervala [a,b] na 1 podintervala iste duljine 4 =
«zamjena funkcije f (x) na svakom podintervalu [xH,xi] pravcem koji

prolazi rubnim tockama 7, , (xl._] , yl._]) i1, (xl., yl.)
«zbrajanje povrSina P, = g(y,.1 +y,) svih n trapeza (i=12,..,n) daje

desnu stranu priblizne formule

(! +
J.f(x)dxzh(%erl +, +...+yn_1j
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Za pogrjesku & koja se pojavljuje pri ovom postupku vrijedi ocjena:

gS%hz(b—a)'max{‘f"(x)‘:aébe}

Primjer 105. Trapeznom formulom izracunaj pribliznu vrijednost odredenog

4
inegrala L xInxdx uz korak 7 =0,2.

Rjesenje.
X y=xlnx
xO :3’0 yO :3,296
4
X, =32 y,=3,722 jxlnxdxz
3
x2:3’4 y2:4,161 +
zh(%"’)’l"kyz"'% +y4j:
x3:3’6 y3:4,611
=4,398
x4:3’8 y4:5,073
xS :4’0 yS =5,545

6
Primjer 106. Trapeznom formulom priblizno odredi L 82" sinxdx za h=0,3.

Rjesenje.

x y=2"sinx

X, =48 | y,=-27,751

6
.[2" sin xdx =
x, =5,1 v, =-31,752 48

~ | Yot Vs _
X2=5,4 y2=—32,629 Nh( 5 +y1+yz+y3j—

x =57 | y,=-28,627 =—34,748

x,=6,0 | y,=-17,883
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6.3. Simpsonova formula

y="Fix)

hih
Xe Ko Ko Yoz Xan X LD
X

SN S

EEARUNNN

Tumaceéi geometrijski, Simpsonova formula nastaje zamjenom krivulje
parabolama ili pravcima. Analiticki, ova formula nastaje zamjenom integranda
kvadratnim ili linearnim ili konstantnim funkcijama, a njen izvod teCe kroz tri
koraka:

erastav zatvorenog intervala [a,b] na 2n podintervala iste duljine /& = 5
n

szamjena funcije f (x) na svakom dvointervalu [le._z,le._]]U[le._l,le.]

parabolom koja prolazi tockama Ty, (X5, V515 ) Doy (Xm0 Vot ) 1 Ty (%00 )

(ili pravecem ako su tocke kolinearne)
e zbrajanje povrSina P, = 5( Voin 4y, + )’2,-) svih n parabolnih ili ravnih

trapeza (i =1,2,...,n) daje desnu stranu priblizne formule

b
h
If(x)dng(y0+y2n +A4y HAy o4y, 20, 2y 20, )

Za pogrjeSku & koja nastaje pri ovom postupku vrijedi ocjena:

8£$h4(b—a)~max{‘f” (x)‘:aﬁxsb}
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Primjer 107. Simpsonovom formulom izra¢unaj pribliznu vrijednost odredenog
2

integrala _[ x” arctan xdx uz korak 7 =0,25.
1

Rjesenje.
x y = x” arctan x
xO :1’00 yO :0,785 2
J. x” arctan xdx ~
x, =1,25 ¥, =1,400 1
h
x, =1,50 ¥, =2,211 230ty + 4y 4y +2,) =
x,=1,75 y; =3,221 =2,343
x4 :2’00 y4 :4,429

0,2
e . [ 3cosx—2

Primjer 108. Simpsonovom formulom priblizno izracunaj .[34(1)6 za

X+

-1

korak 7=0,2.
Rjesenje.
3cosx—2
X =
X +2

X, =-10 | y,=-0,379

x, =-0,8 y, = 0,061 ?3cosx—2
| mr e

x,=-0,6 | y,= 0,267 o

h
x,=-0,4 y,= 0,394 =§(yo + VAV H Ay H Ay +2y, +2y,) =

x,=-0,2 | y,= 0,472 = 0,461

x,= 0,0 y, = 0,500

x,= 0,2 v, = 0,468
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Primjer 109. Odredi priblizne vrijednosti broja 7 racunaju¢i povrSinu
jedini¢nog kruga po trapeznoj i Simpsonovoj formuli za korak 4 =0,1.

RjeSenje.

X y=+1-x’
x,=0,0 ¥, =1,000
x, =0,1 ¥, =0,995
x,=0,2 v, =0,980
x;,=0,3 »;=0,954
x,=0,4 v, =0,917
x;,=0,5 s =0,866
x,=0,6 Ve =0,800
x,=0,7 v, =0,714
x,=0,8 s =0,600
x,=0,9 Vo =0,436
x,=L0 V1o = 0,000

Povrsina jedini¢nog kruga iznosi

1
T = 4J.\/1—x2dx
0

pa trapeznom i Simpsonovom formulom treba izraCunati pribliznu vrijednost

1
[ N1-x"dx zakorak h=0,1:
+
7T, :4h(%+yI +y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9j:3,105

4h
7T Sim =?(yo Yo ta4y tay; +4ys+4y, +4y,+ 2y, +2y, + 2y, +2y8) =

=3,127

[m]



